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广义 Orlicz空间的端点

赵 亮， 钟珊珊， 王雯雯， 邵 琛
( 哈尔滨理工大学 应用科学学院，黑龙江 哈尔滨 150080)

摘 要:在广义 Orlicz空间中，引进了一个与 Orlicz范数和 Luxemburg范数等价的新范数———A
－范数．给出了端点的判别准则，据此得到了广义 Orlicz 空间关于 A －范数严格凸的条件，还给出
了关于 Luxemburg范数的广义 Orlicz 空间端点的判别条件．
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Extreme Points of Generalized Orlicz Spaces

ZHAO Liang， ZHONG Shan-shan， WANG Wen-wen， SHAO Chen
( School of Applied Sciences ，Harbin University of Science and Technology，Harbin 150080，China)

Abstract: A new norm which is equivalent to the Orlicz norm and the Luxemburg norm is introduced in gener-
alized Orlicz space． It is called A-norm． The criterion for the extreme points in this space is given，and the condi-
tions for the generalized Orlicz space equipped with the A-norm to be rotund are obtained ． In this paper，the crite-
ria for extreme points of generalized Orlicz space with the Luxemburg norm are given．
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1 引言及预备知识

凸性是 Banach空间的重要几何性质之一．很多
学者就严格凸、一致凸进行了多方面的研究［1 － 6］．
2007 年，JAIN等［7］定义了一类广义 Orlicz空间． 本
文对这类广义 Orlicz空间进一步研究，在广义 Orlicz
空间中新定义一个 A －范数，并得到了在 3 种范数
下广义 Orlicz空间的凸性的一些结果．
设 ( Ω，∑，μ ) 是 σ-有限完备测度空间，且

μ( Ω) ＞ 0，L0 ( Ω) 表示 Ω 上有限实值可测函数等价
类构成的空间，赋范线性空间 X = { x∈ L0 ( Ω ) :

‖x‖X ＜ ∞ }称为 Banach函数空间( 记为 BFS) 是指
范数‖x‖X 满足以下条件:

1) ‖x‖X = 0 当且仅当 x = 0
2) 0≤x≤y( x( t)≤y( t) ，a． e． t∈Ω)‖x‖X≤‖y‖X

3) 0 ＜ xn↑x‖xn‖X↑‖x‖X

4) μ( E) ＜ ∞ ‖χE‖X ＜ ∞
5) μ( E) ＜ ∞ ∫ Ex( t) dt≤CE‖x‖X ( CE 是常

数)

其中: EΩ，χE 表示 E 上的特征函数，CE 是只与 E
有关的常数．
设函数 Φ: ［0，∞ ) →［0，∞］是 Young 函数，Ψ

是Φ的余函数，有 u·v≤Φ( u) +Ψ( v) ，关于 Young
函数的更多结果见文［8］．
定义 1 设 X 是 BFS，Φ 和 Ψ 为一对互余的

Young函数，定义模为 ρΦ ( x) =‖Φ( | x | ) ‖X，记广

义 Orlicz类
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珘LΦ = x∈L0 ( Ω) :λ ＞ 0，ρΦ ( λx){ =

‖Φ( |λx | ) ‖X ＜ }∞
赋予

‖x‖0
Φ = sup

ρΨ( y) ≤1
‖ | x· y | ‖X，‖ x‖Φ =

inf
k ＞ 0

k ＞ 0: ρΦ
| x |( )k ≤{ }1 和 ‖ x ‖A

Φ = inf
k ＞ 0

1
k ( 1 +

ρΦ ( kx) ) 范数，分别称为赋 Orlicz 范数，Luxemburg

范数和 A 范数的广义 Orlicz 空间，简记为 ( L0
Φ，

‖·‖0
Φ ) ，( LΦ，‖·‖Φ ) 和( L

A
Φ，‖·‖

A
Φ )

定理 1 范数‖x‖0
Φ与‖x‖A

Φ等价

证明:k ＞ 0，‖x‖0
Φ = sup

ρΨ( y) ≤1
‖xy‖X =

1
k sup

ρΨ( y) ≤1
‖Φ( kxy) ‖X≤

1
k sup

ρΨ( y) ≤1
‖Φ( kx) +Ψ( y) ‖X≤

1
k sup

ρΨ( y) ≤1
( ‖Φ( kx) ‖X +‖Ψ( y) ‖X ) ≤

1
k ( 1 +‖Φ( kx) ‖X ) ，

所以‖x‖0
Φ≤inf

k ＞0

1
k ( 1 +‖Φ( kx) ‖X ) =‖x‖A

Φ

另外取 k = ( ‖x‖0
Φ )

－ 1 ( x≠0)

1
k ( 1 +‖Φ( kx) ‖X ) =

1
k 1 + Φ

x
‖x‖0( )

Φ
( )

X

由于
x

‖x‖0
Φ

0

Φ
=1，故 Φ

x
‖x‖0( )

Φ X
=

ρΦ
x

‖x‖0( )
Φ
≤

x
‖x‖0

Φ

0

Φ
=1，

所以
1
k ( 1 +‖Φ ( kx) ‖X ) ≤

2
k = 2‖x‖0

Φ，因

此‖x‖A
Φ≤2‖x‖0

Φ

综上‖ x‖0
Φ≤‖ x‖A

Φ≤ 2‖ x‖0
Φ，即范数

‖x‖0
Φ与‖x‖A

Φ等价

定义 2 称范数‖x‖A
Φ可达是指: x∈LA

Φ，k0 ＞ 0，

使得

‖x‖A
Φ = inf

k ＞ 0

1
k ( 1 + ρΦ ( kx) ) =

1
k0
( 1 + ρΦ ( k0x) )

定义 3 设 F为 Banach 空间，x∈S( F) 称为端点

是指，如果对任意 y，z∈B( F) ，y + z2 = x，则 y = z．

定义 4 若 Banach 空间 F 单位球面上每一点都
是端点，则称 F是严格凸的．

2 主要结果

定理 2 范数‖x‖A
Φ可达，x∈S( LA

Φ ) ，kxx∈SΦ，X

严格凸，则 x为 S( LA
Φ ) 的端点．

证明: 设 x∈ S ( LA
Φ ) ，若 y，z∈ B ( LA

Φ ) ，x =
y + z
2 ，记

‖y‖A
Φ = 1

ky
( 1 +‖Φ( kyy) ‖X )

‖z‖A
Φ = 1

kz
( 1 +‖Φ( kzz) ‖X )

则有

2≥‖y‖A
Φ +‖z‖A

Φ = 1
ky
( 1 +‖Φ( kyy) ‖X ) +

1
kz
( 1 +‖Φ( kzz) ‖X ) =

ky + kz
kyk (

z
1 +

kz
ky + kz

‖Φ( kyy)‖X +
ky

ky + kz
‖Φ( kzz)‖ )X ≥

ky + kz
kykz

1 + (Φ
kykz
ky + kz
( x + y)( )

X
≥

2‖x‖A
Φ

kykz
ky + kz
为 x( )的可达点

由于 X严格凸，kxx∈SΦ，所以 kyy = kzz，又因为
‖y‖A

Φ =‖z‖A
Φ = 1，故 ky = kz

即 y = z，所以 x为 S( LA
Φ ) 的端点．

推论 1 当 BFS空间 X严格凸，Φ( x) 严格凸时，
LA
Φ严格凸．
定理 3 ( X，‖·‖X ) 一致凸，x∈S( LΦ) ，ρΦ( x) =1，

x( t) ∈SΦ( a． e) ，则 x为 S( LΦ) 的端点．

证明:设 x∈S ( LΦ ) ，y，z∈B ( LΦ ) ，x = y + z
2 ，故

ρΦ ( y) ≤1，ρΦ ( z) ≤1
所以

0≥ 1
2 ( ρΦ ( y) + ρΦ ( z) ) － ρΦ

y + z( )2 =

1
2 ( ‖Φ( y) ‖X +‖Φ( z) ‖X ) －

Φ y + z( )2 X
≥ Φ( y) +Φ( z)

2 X
－

Φ y + z( )2 X
≥ Φ y + z( )2 X

－

Φ y + z( )2 X
= 0

所以
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Φ( y) +Φ( z)
2 X

= Φ y + z( )2 X
=

1
2 (‖Φ( y)‖X +‖Φ( z)‖X)

由于 ( X，‖·‖X ) 一致凸，所以 Φ y + z( )2 a． e

1
2 ( Φ( y) +Φ( z) ) ，而 x = y + z

2 ∈SΦ，( a． e)

所以 y = z，( a． e) ，x为端点．
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